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ABSTRAK 
 
Diberikan ⋅⋅,  adalah hasil kali dalam dan ( )⋅⋅⋅ ,  ruang hasil kali dalam, ruang hasil kali dalam 
yang lengkap disebut juga ruang Hilbert. Tujuan dari tugas akhir ini adalah menentukan fungsi 
linear terbatas pada ruang Hilbert dimana fungsi linear tersebut terbatas pada L  dengan fungsi 
FHL →: yang berada pada ruang Hilbert. Berdasarkan proposisi 4.1 terbukti bahwa fungsi 
linear tersebut terbatas pada ruang Hilbert, dengan kata lain ( ) hLhL ≤  untuk setiap 
( )FHL ,∈  dan Hh ∈ . 
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ABSTRACT 
Let ⋅⋅,  is inner product and ( )⋅⋅⋅ ,  be a inner product space, inner product space complete is 
Hilbert space. Goal of this paper to determine introduction Bounded Linear Function on Hilbert 
Space. Linear function said bounded to L  with function is FHL →: .  Based of deskription 
proposition 4.1 prove such that Bounded Linear Function on Hilbert Space or ( ) hLhL ≤  
for all ( )FHL ,∈  and Hh ∈ . 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
1.1 Latar Belakang Masalah 
Sejalan dengan perkembangan ilmu matematika yang begitu pesat, para 
pakar matematika mengembangkan banyak ilmu tentang analisis dan aljabar 
untuk memberikan keuntungan dan kemudahan dalam dunia science. 
Perkembangan ilmu matematika tersebut selalu bertambah maju dari zaman ke 
zaman, sebagai contoh perkembangan ilmu matematika adalah perkembangan 
konsep hasil kali dalam. 
Konsep ruang hasil kali dalam ini juga berkaitan dengan ruang Hilbert 
Ruang hasil kali dalam yang lengkap disebut dengan ruang Hilbert, di dalam buku 
yang karang oleh Sherbert dengan judul Introduction to Real Analysis 
menjelaskan bahwa terdapat fungsi linier terbatas di dalam ruang Hilbert.  
Selanjutnya untuk dapat mengetahui bagaimana menentukan fungsi linear terbatas 
ini, Darmawijaya S. (2007) menjelaskan tentang fungsi linear terbatas dan 
penjelasan tentang ruang Hilbert. 
Tahun 2007, fungsi linear terbatas telah dibahas dalam jurnal oleh H. 
Mazaheri dan R. Kazemi. Berdasarkan jurnal dan konsep hasil kali dalam maka 
penulis tertarik mengembangkan jurnal tersebut untuk  dijadikan sebuah skripsi 
dengan  judul ”FUNGSI LINEAR TERBATAS PADA RUANG HILBERT” 
   
1.2 Rumusan Masalah 
Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana 
bentuk “Fungsi Linear Terbatas pada Ruang Hilbert”, dimana bentuk dari fungsi 
linear terbatas tersebut didefenisikan pada ruang bernorma. 
 
1.3 Tujuan Penulisan 
Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah untuk menentukan ”Fungsi 
Linear Terbatas pada Ruang Hilbert” dari bentuk fungsi linear terbatas yang 
definisikan pada ruang bernorma. 
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1.4 Sistematika Penulisan  
  Sistematika dalam pembuatan tulisan ini mencakup 5 bab yaitu : 
Bab I    Pendahuluan 
Bab ini berisi latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan, dan 
sistematika    penulisan.  
Bab ll   Landasan Teori 
Bab ini berisikan informasi tentang teori-teori yang digunakan dalam 
penulisan ataupun metode/teorema yang dipakai. 
Bab III Metode Penelitian 
 Bab ini berisikan cara-cara atau langkah-langkah dalam menyelesaikan 
permasalahan ”Fungsi Linear Terbatas pada Ruang Hilbert”  
Bab IV Pembahasan dan Analisa 
Bab ini berisikan penyelesaian masalah ”Fungsi Linear Terbatas pada 
Ruang Hilbert”  
Bab V   Penutup 
Bab ini berisi kesimpulan dan saran. 
 
 
 II-1
BAB II 
LANDASAN TEORI 
 
Landasan teori yang akan digunakan dalam pembahasan skripsi ini sebagai 
berikut : 
2.1 Ruang Vektor 
Dimulai dengan pengertian ruang vektor sebagai berikut : 
Definisi 2.1 Jika ),,,( 21 nuuuu ⋅⋅⋅=  dan ),,,( 21 nvvvv ⋅⋅⋅=  adalah sebarang vektor 
pada nR , maka hasil kali dalam Euclidis (Euclidean inner product) vu .  
didefinisikan dengan nnvuvuvuvu +⋅⋅⋅++= 2211.  
 
Definisi 2.2 Misalkan V sebarang himpunan benda yang operasinya didefinisikan 
yaitu operasi penjumlahan dan operasi perkalian dengan skalar (bilangan real).  
Jika aksioma-aksioma berikut terpenuhi oleh semua wvu ,,  pada V  dan oleh 
semua skalar k  dan l  maka dinamakan V sebuah ruang vektor. Sedangkan 
benda-benda pada V  dinamakan sebuah vektor. Aksioma-aksiomanya sebagai 
berikut : 
1. Jika u dan v adalah benda-benda pada V , maka u + v berada di V  
2. u + v = v + u ( sifat komunitatif ) 
3. wvuwvu ++=++ )()(  ( sifat asosiatif ) 
4. Ada sebuah vektor  V∈0  sehingga terdapat 00 +=+ uu  untuk semua u di V  
5. Untuk setiap u di V , ada sebuah benda u−  di V  sehingga 
0)()( =+−=−+ uuuu  
6. Jika k adalah sebarang skalar dan u sebarang benda di V  maka ku  berada di V  
7. kvkuvuk +=+ )(  
8. lvkuulk +=+ )(  
9. )()( uklluk =  
10. uu =1  
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2.2 Ruang Hasil Kali Dalam (Inner Product space) 
Ruang vektor real yang umum, konsep hasil kali dalam didefinisikan 
secara aksiomatis dengan mengunakan sifat-sifat dari aksiomatis definisi berikut 
ini.  
 
Definisi 2.3 Sebuah hasil kali dalam ( inner product ) pada ruang vektor real 
V adalah fungsi yang mengasosiasikan bilangan real ⋅⋅,  dengan masing-masing 
pasangan vektor u  dan v  pada V  sedemikian rupa sehingga aksioma-aksioma 
berikut dipenuhi untuk semua vektor u , v  dan w  di V  juga untuk semua skalar 
k , dengan memenuhi beberapa aksioma berikut : 
1. uvvu ,, =  ( aksioma simetris ) 
2. wvwuwvu ,,, +=+   ( aksioma penambahan ) 
3. vukvku ,, =    ( aksioma kehomogenan )  
4. 0, ≥uu  dan 0, =uu  jika dan hanya jika 0=u  ( aksioma kepositifan ) 
⋅⋅,  disebut hasil kali dalam dan ( )⋅⋅,V disebut ruang hasil kali dalam pada V . 
 
Contoh 2.1 
Misalkan vu, adalah hasil kali dalam Euclidis pada 3R , dan misalkan 
( ) ( ) ( ),,,,,,,,, 321321321 wwwwvvvvuuuu === dengan skalar  k . Buktikan bahwa  
a. wvwuwvu ,,, +=+  
b. vukvku ,, =  
 
Jawab:  
a. wvwuwvu ,,, +=+  
    
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )333322221111
333222111
321332211 ,,,,,
wvwuwvwuwvwu
wvuwvuwvu
wwwvuvuvu
+++++=
+++++=
+++=
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wvwu
wvwvwvwuwuwu
,,
332211332211
+=
+++++=
 
 
b. vukvku ,, =  
    
( )
( )
vuk
vuvuvuk
vkuvkuvku
,
332211
332211
=
++=
++=
 
 
2.3 Ruang Bernorma (Normed Space) 
Ruang norma ini yang akan dikembangkan adalah pemahaman mengenai 
norma dan jarak dari konsep ruang inner product  yang umum. 
 
Definisi 2.4  Jika V  adalah sebuah ruang hasil kali dalam , maka norma 
(panjang) vektor u  dinyatakan oleh u  dan didefinisikan oleh 2/1,uuu = . 
Jika norma berada pada di 2R  maka 22
2
1 uuu +=  begitu pula norma pada di 
nR  maka 222
2
1 ... nuuuu +++=   
 
Definisi 2.5 Jika V  adalah sebuah ruang hasil kali dalam , maka jarak antara dua 
titik  vektor u  dan v  dinyatakan oleh  ),( vud  dan didefinisikan  oleh 
vuvud −=),(   
 
Definisi 2.6 Misalkan u  adalah sebuah ruang norma dengan ⋅  fungsi bilangan 
real dikatakan norma pada V  jika memenuhi beberapa sifat-sifat berikut : 
1. ,0≥u untuk setiap Vu∈  
2. ,0=u jika dan hanya jika 0=u  
3. ,ukku = dengan k skalar dan 0=u  
4. ,vuvu +=+ untuk semua Vvu =,  
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( )⋅;V  disebut ruang bernorma pada V   
2.4 Fungsi Linear 
Fungsi dari suatu ruang vektor ke ruang vektor lain yang banyak 
digunakan dan mudah dalam memahaminya adalah fungsi linear, yaitu fungsi 
yang bersifat aditif dan homogen. 
 
Definisi 2.7 Diberikan dua Ruang vektor V  dan W , masing-masing atas lapangan 
F  yang sama. Fungsi WVf →: disebut fungsi linear jika : 
(i) f fungsi aditif (additive) : 
     Vvuvfufvuf ∈∀+=+ ,)()()( , dan  
(ii) f fungsi homogen (homogeneous) : 
       ∀= )()( ufkkuf skalar k dan vektor .Vu∈   
  
2.5 Sifat-sifat Lengkap R  
Definisi 2.8 Diberikan himpunan tak kosong RS ⊆  
1. Himpunan S  dikatakan terbatas ke atas jika terdapat Ru ∈  sehingga 
us ≤  untuk setiap Ss ∈ . Bilangan u disebut batas atas S .  
2. Himpunan S  dikatakan terbatas ke bawah jika terdapat ℜ∈w  sehingga 
sw ≤  untuk setiap Ss ∈ . Bilangan w  disebut batas bawah S . 
3. Himpunan S  dikatakan terbatas jika S terbatas ke atas dan terbatas ke 
bawah. 
 
2.6 Ruang Hilbert 
Definisi 2.9 Misalkan H ruang vektor atas lapangan C . Pemetaan 
CHH →×:.,.  yang memenuhi  
1. CkHvuvukvku ∈∈∀= ;,,,,,  
2. Hvuuvvu ∈∀= ,,,,  
3. 0,;,0, =∈∀≥ uuHuuu jika dan hanya jika 0=u  
 II-5
4. wvwuwvu ,,, +=+  
disebut hasil kali dalam pada H . Ruang vektor H  atas C  yang dilengkapi 
dengan hasil kali dalam ⋅⋅,  disebut ruang hasil kali dalam. 
 Ruang hasil kali dalam H  dengan hasil kali dalam ⋅⋅, , dapat 
didefenisikan dengan norma 2/1,uuu = , yang dapat memenuhi beberapa sifat 
berikut : 
1. 0;,0 =∈∀≥ uHuu  jika dan hanya jika 0=u  
2. CkHuukku ∈∈∀= ;,  
 
Lemma 2.1 jika u  dan v  adalah vektor pada sebuah  ruang hasil kali dalam maka 
( ) vuvu ≤,   ( Ketaksamaan Cauchy Schwarz ). 
Bukti: 
 Jika 0=u  dan 0=v  maka ketaksamaan Cauchy di atas terpenuhi, jika 0≠u  dan 
0≠v , misalkan auu =, , bvu =,2 , cvv =,  dan ℜ∈t . Dengan 
mengunakan aksioma-aksioma kepositifan hasil kali dalam dari ketaksamaan 
Cauchy di atas di mana sebarang vektor itu sendiri negatif sehingga 
( )
cbtat
vvtvutuu
vtuvtu
vtuvtu
++=
++=
+⋅+≤
++≤
2
2
,,2,
,0
 
Ketaksamaan Cauchy di atas menunjukkan bahwa cbtat ++2  yang tidak 
mempunyai akar real sehingga harus menggunakan deskriminasi yang memenuhi 
sifat 042 ≤− acb  maka  
( )
222
2
2
2
,
,,,
0,,4,4
0,,4,2
vuvu
vvuuvu
vvuuvu
vvuuvu
≤
≤
≤−
≤−
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vuvu ≤,         
Jadi lemma 2.1 terbukti  ■ 
 Ruang hasil kali dalam H  yang telah dilengkapi dengan norma ⋅  dapat 
juga didefenisikan sebagai ( ) vuvud −=, , yang memenuhi beberapa sifat berikut: 
1. ( ) ( ) 0,;,,0, =∈∀≥ vudHvuvud jika dan hanya jika vu =  
2. ( ) ( ) Hvuuvdvud ∈∀= ,,,,  
3. ( ) ( ) ( ) Hwvuwvdvudwud ∈∀+≤ ,,,,,,  
 
Definisi 2.10 Ruang hasil kali dalam H yang lengkap disebut juga Ruang Hilbert, 
yaitu setiap barisan Cauchy di dalamnya Konvergen. 
 
Definisi 2.11 Barisan bilangan real  { }nuu =  dikatakan barisan Cauchy, jika untuk 
setiap ,0>ε ,Ν∈∃H sehingga untuk setiap Ν∈nm,  dengan Ν≥nm, berlaku 
ε<− mn uu  
 
Lemma 2.2 Jika { }nu  barisan bilangan real yang konvergen maka { }nu  barisan 
Cauchy. 
Bukti:   
Diketahui { }nu  barisan bilangan real yang konvergen  dengan kata lain { }nu  
konvergen ke u  
Akan ditunjunkkan { }nu  adalah barisan Cauchy 
Jika { }nu  konvergen ke u  maka { } uun =lim atau 0>∀ε  NnNH ∈∋∈∃  dengan 
Hn ≥ berlaku 
2
ε≤− uun , berarti Nnm ∈∀ ,  dengan Hnm ≥,  berlaku : 
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ε
εε
=
+≤
−+−≤
−+−=−
22
mn
mnmn
uuuu
uuuuuu
 
Jadi terbukti { }nu  barisan Cauchy ■ 
 
Contoh 2.2 
Tunjukkan bahwa 
n
un
1
=  barisan Cauchy 
Jawab : 
Diketahui 
n
un
1
= , akan ditunjukkan 
n
un
1
=  barisan Cauchy. 
Diberikan 0>ε  dengan ( )εHH =  terdapat 
ε
2
>H . Hnm ∈∀ , , didapat 
2
11 ε
<≤
Hn
  dan 
2
11 ε
<≤
Hm
 yang mana berlaku 
 ε
εε
<+<+≤−
22
1111
mnmn
 
Maka diperoleh 
n
un
1
=  adalah barisan Cauchy  
 
Definisi 2.12 Barisan bilangan real { }nuu =  dikatakan konvergen ke Ru∈  jika 
untuk setiap 0>ε terdapat ( ),εk  Ν∈k  sehingga untuk setiap Ν∈n  dengan 
kn≥ berlaku ε<− uun  
Jika ε<− uun , barisan { }nu  konvergen ke u  atau barisan { }nu  
mempunyai limit u  untuk ∞→n  dan dituliskan sebagai berikut: 
uun
n
=
∞→
lim  
Barisan yang mempunyai limit disebut konvergen, sebaliknya jika barisan yang 
tidak mempunyai limit disebut divergen. 
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2.7 Fungsi Linear Terbatas 
Definisi 13 Diberikan Fungsi FHL →:  , fungsi di katakan kontinu di suatu titik 
Ha ∈  jika sebarang bilangan 0>ε  terdapat bilangan 0>δ  sehingga untuk 
setiap Hh∈  δ<− ah berlaku ( ) ( ) ε<− aLhL   
 
Proposisi 2.1 Diberikan H adalah ruang Hilbert dan FHL →:  fungsi linear. 
Pernyataan berikut ekivalen : 
1. L  kontinu 
2. L  kontinu di 0 
3. L  kontinu pada suatu titik 
4. Terdapat konstanta 0>c , sehingga ( ) hhchL ∀≤ ∈  H  
 
Bukti: 
:21⇒ Karena L  kontinu maka L  kontinu di 0  
:32 ⇒   
Diketahui L  kontinu di 0  
Akan ditunjukkan L  kontinu pada suatu titik 
Diambil sebarang Hh∈ dan sebarang barisan { } Hhn ⊂  yang konvergen ke h ,  
sehingga diperoleh barisan{ } { } { }hhhh nn −=−  konvergen ke H∈0 , karena fungsi 
FHL →:  diperoleh : 
 
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )
( )
0
0
lim
limlim
=
=
−=
−=−
→∞
→∞→∞
L
hhL
hLhLhLhL
n
n
n
n
n
n
 
Karena L  kontinu di 0, terbukti bahwa ( ) ( )hLhL n
n
=
→∞
lim  yaitu fungsi L  kontinu di 
setiap Hh∈  
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:43⇒   
Diketahui { }nh  konvergen ke h  dengan Hh∈ , L  kontinu di 0, L  kontinu di 
suatu titik dan terdapat konstanta 0>c , sehingga akan ditunjukkan 
( ) HhhchL ∈∀≤ ,  
Andaikan himpunan ( ){ }1: ≤∈ hdanHhhL  tak terbatas. Oleh karena itu setiap 
bilangan asli n  ada vektor Hhn ∈  dengan 1≤nh  sehingga ( ) nhL n > . 
Diperoleh  barisan { } Hhn ⊂  dengan ( ) +∞=
∞→
n
n
hLlim . Dibentuk vektor 
n
h
u nn =  
untuk setiap bilangan asli n  
Karena 01limlimlim ===
→∞→∞→∞
n
n
n
n
n
n
u
nn
h
u  , barisan vektor { } Hun ⊂  kovergen ke 0 
dan fungsi L kontinu di 0 diperoleh: 
 
( )
n
hL
n
hLL n
n
n
n ∞→∞→
=





== limlim00  
Hal in berarti ada bilangan 0>c sehingga ( ) chL n <  untuk setiap bilangan asli .n  
Terdapat konstanta 0>c  sehingga Hh∈  dan 1≤h dan ( ) .chL ≤  Ambil 
sebarang Hh∈ dan θ≠h , karena vektor H
h
h
u ∈= dan 1=u  diperoleh: 
 ( ) ( ) chL
hh
hLuL ≤=






=
1
 atau ( ) HhhchL ∈∀≤  
:14 ⇒  
Diketahui { }nh  konvergen ke h  dengan Hh∈ , L  kontinu di 0, L  kontinu di 
suatu titik dan terdapat konstanta 0>c  dengan ( ) HhhchL ∈∀≤ ,  sehingga 
akan ditunjukkan L  kontinu 
Karena untuk setiap Hah ∈,  diperoleh 
 
( ) ( ) ( ) ahcahLaLhL −≤−=−  
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Maka untuk sebarang bilangan 0>ε  dipilih bilangan 0
1
>
+
=
c
εδ  sehingga 
untuk setiap Hah ∈,  dengan δ<− ah  berakibat 
 
( ) ( ) ε<−≤− ahcaLhL  
Jadi terbukti bahwa Fungsi L  kontinu. ■ 
 
Definisi 2.14 Fungsi linear terbatas L pada H  adalah fungsi linear dengan c > 0 
sehingga ( ) hchL ≤  Hh∈∀ . Sejalan dengan proposisi selanjutnya suatu fungsi 
linear terbatas jika hanya jika fungsi tersebut kontinu Fungsi linear terbatas 
FHL →: , didefinisikan dengan  ( ){ }1:sup ≤= hhLL . Dengan catatan , 
;∞<L disebut norm L  
 
 
BAB III 
METODOLOGI PENELITIAN 
 
Penulisan skripsi ini penulis menggunakan metodologi studi literatur 
terhadap referensi-referensi yang berkaitan dengan hasil kali dalam, fungsi linear 
terbatas, ruang bernorma dan ruang Hilbert. Dimulai dengan  memahami tentang 
definisi ruang hasil kali dalam dan memberikan contoh, memahami defenisi 
tentang ruang bernorma. Selain itu juga memahami tentang defenisi ruang Hilbert 
dan fungsi linear terbatas kemudian membuktikan bahwa ( ) hLhL ≤  adalah 
fungsi linear terbatas pada ruang Hilbert dan mengambil kesimpulan dari 
pembahasan yang telah dibahas. 
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BAB IV 
PEMBAHASAN 
 
 Untuk bisa menentukan bentuk fungsi linear terbatas pada ruang inner 
product dengan membuktikan proposisi 4.1 pada bab IV tersebut, maka akan 
diketahui dahulu inner product,  ruang norma, barisan cauchy yang konvergen 
pada ruang Hilbert 
 Seperti yang telah diketahui inner product yang lengkap dalam H disebut 
ruang Hilbert. Dimana kita akan lihat bentuk inner product adalah ⋅⋅,  atau vu,  
yang mana { }nuuuuuu ,,,,~ 321 ⋅⋅⋅==  dan { }nvvvvvv ,,,,~ 321 ⋅⋅⋅== . Untuk bisa 
diketahui fungsi CHH →× , maka bentuk inner Product dalam H  adalah 
( ) CvuHHvu ∈→×∈ ,, . Untuk dapat inner product  berada di  H  maka 
haruslah memenuhi sifat-sifat berikut  
1. vuvu ,, =  
2. vukvku ,, =  
3. wvwuwvu ,,, +=+  
4. 0, ≥uu  jika dan hanya jika 0≠u  
Sifat-sifat diatas disebut hasil kali dalam pada H  yang berada di C . Dalam 
bentuk contoh : 
{ } { } ( )nnnnn
i
ii RCvvvvuuuuvuvu ∈⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=∀=∑
=
,,
~
,,,
~
,
~~~
,
~
2121
1
 
Atau  
1. ∑
=
=
n
i
iivuvu
1
~~~
,
~
 
2. vukvukvukvuk
n
i
n
i
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4. 0~ ≠u  ada i  sehingga 0~ ≠iu   
 IV-2
0~~~,~
1
>=∑
∞
=i
iiuuuu  
 Adapun bentuk ruang norm pada Ruang Hilbert ,,, 2
1
uuuuu ==  
Hu ∈∀ . Ruang norm dalam bentuk contohnya ,~~~,~~
2
1
1 





== ∑
∞
=i
iiuuuuu  
Hu ∈∀ ~  dimana { } ( )nnn RCuuuu ∈⋅⋅⋅= ,,,~ 21 .  
 
Teorema 4.1 Diketahui H  ruang pre-Hilbert, { } { } Hvu nn ⊂,  dan Hvu ∈, serta 
k sebarang skalar 
1) Jika barisan { }nu  konvergen ke u , barisan { }nv  konvergen ke v  dan 
barisan { }nk  konvergen ke k  maka barisan { }nn vu + konvergen ke vu + , 
barisan { }nnuk konvergen ke nnuk  
2) Jika { }nu ,{ }nv  dan { }nk  masing-masing barisan Cauchy, { }nn vu +  dan 
{ }nnuk  masing-masing barisan Cauchy. Lebih lanjut, barisan { }nu  dan 
{ }nnuk  konvergen. 
Bukti:   
1). Diketahui barisan { }nu  konvergen ke u , barisan { }nv  konvergen ke v  dan 
barisan      { }nk  konvergen ke k . Akan ditunjukkan barisan { }nn vu + konvergen 
ke vu +  dan barisan { }nnuk konvergen ke nnuk   
Sebagaimana yang telah ditunjukkan pada landasan teori tentang barisan 
bilangan real yang konvergen maka hal itu dapat dilihat pada teorema ini. Lihat 
ε<− uun  atau definisi 12 pada bab II, jika demikian halnya, dikatakan barisan 
{ }nu  konvergen ke u  atau barisan { }nu  mempunyai limit u  untuk ∞→n  dan 
dituliskan sebagai berikut: 
uun
n
=
∞→
lim  
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karena { }nu  konvergen ke u  dan { }nk  konvergen ke k , karena { }nu  dan 
{ }nk  konvergen maka barisan tersebut artinya ada bilangan 01 >c  dan 02 >c  
sehingga nkc ≥1  dan nuc ≥2  Nn ∈∀ .  
Selanjutnya, karena { }nu  konvergen ke u , { }nv  yang konvergen ke v  dan 
{ }nk  konvergen ke k , maka untuk setiap bilangan 0>ε  dapat dipilih bilangan 
asli 0n  sehingga jika 0nn ≥  berlaku:  
( ) ,12 +<− kuun
ε
3
ε
<− vvn  dan ( )12 2 +<− ckkn
ε
 
Oleh karena itu 
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Dengan kata lain terbukti bahwa { }nn vu +  konvergen ke nn vu +  dan { }nnuk  
konvergen ke ku . 
 
2). Diketahui{ }nu ,{ }nv  dan { }nk  masing-masing barisan Cauchy, { }nn vu +  dan 
{ }nnuk  masing-masing barisan Cauchy. Akan ditunjukkan barisan { }nu  dan 
{ }nnuk  konvergen. 
Karena { } { }nn vu ,  dan { }nk  barisan Cauchy, maka dapat dipilih bilangan 
asli 1n , sehingga untuk setiap dua bilangan asli 1, nnm ≥  berakibat: 
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( ) ,13 +<− kuu nm
ε
3
ε
<− nm vv  dan 3
ε
<− nm kk  
Oleh karena itu untuk setiap dua biangan asli 1, nnm ≥ , diperoleh: 
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Yang berarti bahwa { }nn vu +  barisan Cauchy 
Karena 
 
3
ε
<−≤− nmnm uuuu   
Untuk 1, nnm ≥  berarti bahwa { }nu  barisan Cauchy maka { }nu  konvergen.    ■ 
 
Sebelum menentukan bentuk fungsi linear terbatas dengan mengunakan 
proposisi 2 pada hal IV-5 maka, terlebih dahulu kita buktikan bahwa βα = . 
 
Teorema 4.2 Untuk setiap ( )FHL ,∈  diperoleh bilangan βα =  atau 
( ){ }1:sup =∈= hdanHhhLα , sedangkan ( ){ }HhhchLc ∈≤>= ,:0infβ  
Bukti: 
Diberikan Vv ∈ sehingga akan ditunjukkan βα =  
Ambil sebarang Vv ∈  yang diketahui ( ) vvf β<     (i) 
Kemudian bentuk vektor V
v
v
u ∈= dengan 1=u  
Jadi: 
 
( )
v
v
vfuf
1
=
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( ) vvf αα ≤⇔≤       (ii) 
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Berdasarkan hasil yang didapat dari (i) dan (ii) sehingga terbukti bahwa βα ≤       
Jika Vu ∈ dan ,1≤u  maka  
 
( ) α≤uf         (iii) 
Ambil sebarang V
u
u
v ∈=  dan 1≤v , jadi: 
 
( )
( )
β≤
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u
u
ufvf
1
 
Atau ( ) uuf β≤  karena 1≤u  maka 
 
( ) β=uf         (iv) 
Berdasarkan hasil yang didapat dari (iii) dan (iv) maka disimpulkan βα ≤    
karena titik (i), (ii), (iii) dan (iv) terpenuhi maka terbukti bahwa βα = .      ■ 
 
Proposisi 4.1 Jika L fungsi linear terbatas, maka 
( ){ }
( ){ }
( ){ }HhhchLc
hHhhhL
hhLL
∈≤>=
≠∈=
==
,:0inf
0,:/sup
1:sup
 
Dengan kata lain, ( ) hLhL ≤  untuk setiap Hh∈  
Dengan ( ){ }1:sup == hhLα   
             
( ){ }HhhchLc ∈≤>= ,:0infβ        
Bukti:  
Diketahui L  fungsi linear terbatas , sehingga akan ditunjukkan ( ) hLhL ≤  
untuk setiap Hh∈ . Berdasarkan Untuk setiap ( )FHL ,∈ maka diperoleh  
 
( ){ } 01:sup ≥=∈== hdanHhhLL α  
dan 
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{ } ( ) 001:sup =⇔==∈== hLhdanHhLL α  
Untuk setiap 0=⇔∈ fHh dari H  ke F ( )FH ,0∈  
Jika k  skalar dan ( )FHL ,∈ , maka ( )FHkL ,∈  
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Jika pada penjumlahan ( ),,, FHML ∈  maka diperoleh ( )FHML ,∈+  jadi: 
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Jadi terbukti bahwa ⋅  merupakan norma pada ( )FH ,  
Ditambah lagi pada pembuktian proposisi 2.1 nomor 4, dimana terdapat konstanta 
0>c  sehingga Hh∈  dan 1=h dan ( ) .chL ≤  Ambil sebarang Hh∈ dan 
θ≠h , karena vektor H
h
hh ∈= dan 1=h  diperoleh: 
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Berdasarkan pembuktian dari βα =  ditambah dengan proposisi 2.1 maka 
proposisi 2 benar, sehingga diperoleh ( ) hLhL ≤  untuk setiap ( )FHL ,∈  dan 
Hh ∈ .  ■ 
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Contoh 4.1 
Jika H  dan F  masing-masing ruang bernorma, fungsi FHL →:  linear, dan ada 
bilangan 0>x  dengan sifat ( ) hxhL <  untuk setiap Hh ∈ , maka buktikan 
bahwa L  merupakan fungsi kontinu. 
Jawab : 
Berdasarkan  pada proposisi 1 dimana: 
1. L  kontinu 
2. L  kontinu di 0 
3. L  kontinu pada suatu titik 
4. Terdapat konstanta 0>u , sehingga ( ) hhuhL ∀≤ ∈  H  
Diketahui L  kontinu di 0 
Akan ditunjukkan L  kontinu pada suatu titik 
Diambil sebarang Hh∈ dan sebarang barisan { } Hhn ⊂  yang konvergen ke h , 
barisan { } { } { }hhhh nn −=−  konvergen ke H∈0 , karena fungsi FHL →:  
diperoleh : 
 
( ) ( ) ( ) ( ){ }
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0
0
lim
limlim
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=
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hhL
hLhLhLhL
n
n
n
n
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Karena L  kontinu di 0, terbukti bahwa ( ) ( )hLhL n
n
=
→∞
lim  yaitu fungsi L  kontinu di 
setiap Hh∈  
:43⇒   
Diketahui { }nh  konvergen ke h  dengan Hh∈ , L  kontinu di 0, L  kontinu di 
suatu titik dan terdapat konstanta 0>c , sehingga akan ditunjukkan 
( ) HhhchL ∈∀≤ ,  
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Andaikan himpunan ( ){ }1: ≤∈ hdanHhhL  tak terbatas. Oleh karena itu setiap 
bilangan asli n  ada vektor Hhn ∈  dengan 1≤nh  sehingga ( ) nhL n > . 
Diperoleh  barisan { } Hhn ⊂  dengan ( ) +∞=
∞→
n
n
hLlim . Dibentuk vektor 
n
h
u nn =  
untuk setiap bilangan asli n  
Karena 01limlimlim ===
→∞→∞→∞
n
n
n
n
n
n
u
nn
h
u  , barisan vektor { } Hun ⊂  kovergen ke 0 
dan fungsi L kontinu di 0 diperoleh: 
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n
hL
n
hLL n
n
n
n ∞→∞→
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
== limlim00  
Hal ini berarti ada bilangan 0>x sehingga ( ) xhL n <  untuk setiap bilangan asli 
.n  
Terdapat konstanta 0>x  sehingga Hh∈  dan 1≤h dan ( ) .xhL ≤  Ambil 
sebarang Hh∈ dan θ≠h , karena vektor H
h
h
u ∈= dan 1=u  diperoleh: 
 ( ) ( ) xhL
hh
hLuL ≤=






=
1
 atau ( ) HhhxhL ∈∀≤  
Dengan pembuktian diatas maka fungsi FHL →:  yang terdapat konstanta 0>x  
dengan sifat ( ) hxhL <  untuk setiap Hh ∈ , bahwa L  merupakan fungsi 
kontinu. 
 
 
 
BAB V 
KESIMPULAN DAN SARAN 
 
5.1 KESIMPULAN  
 Berdasarkan pembahasan sebelumnya dapat di tarik kesimpuan yaitu : 
1. Hasil kali dalam yang lengkap disebut ruang Hilbert yaitu barisan Cauchy 
di dalamnya konvergen 
2. Terdapat ( ) hLhL ≤  untuk setiap ( )FHL ,∈  dan Hh ∈ , sehingga 
fungsi linear terbatas pada ruang Hilbert. 
 
5.2 SARAN 
 Penulisan ini dibahas tentang menentukan bentuk Fungsi Linear Terbatas 
pada ruang Hilbert. Bagi yang tertarik dapat mengembangkan penelitian dengan 
menentukan bentuk Fungsi Linear lainnya pada ruang inner product atau Fungsi 
Linear Terbatas ini pada ruang 2_inner product. 
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